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XVII-3. 


Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di Clarke-Loewen [2] sulla 


regolarità della funzione a>V(a) soluzione del problema 


(P_) min{f(T,x(0),x(T),a)|x(-):[0,T1+R" assol. cont. 


x(t) € F(x(t),a) per quasi ogni te[0,T], 


x(t) EX, (T,x(0),x(T),a) € S} 
I] risultato principale fornisce una formula di rappresentazione per il gradiente 
generalizzato aV. Da questa formula si ottengono poi varie conseguenze sulla re- 
golarità di V e sulla controllabilità locale del sistema 

XeF(x). 


Supponiamo soddisfatte le seguenti ipotesi: 


(H1) Rx chiuso, e>0, 


r"xr"> XxeB 3 (x,a) + F(x,a) # 9 compatto convessocR"; 
(H2) F è localmente lipschitziana su XxeB; 
(H3) esistono le costanti czo, k=o tali che 
F(x,a)c(k|x|+c)B , W(x,a) XxeB; 


(H4) RxR"xRRr">s chiuso, e {(t,x)e RxR" | 3(y,a) eR"xR". (t,x,y,a) ES} 


è compatto. 


H5) f:S + R è localmente lipschitziana; 
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(H6) xeX, Jalse, (t,x,x,a) St # 0; 

(H7) esiste V(o) finito e ogni x(-) soluzione di VI assume i valori in 
int(X); 

(H8) per ogni x(-):[0,T] > int(X) soluzione di (Po), la funzione 


Sa(t,x,y,0) + Ny(t,%,y:0) 


è chiusa nel punto (T,x(0), x(T),0); 


(H9) per Mw) definito sotto si ha 


(p(-), q(-))eM°(Y), q(0) = 0>p(-) = 0. 


Abbiamo indicato con B = {x| |x|<1} la sfera unità aperta sia in R" che in R" e 
con N3(u) j1 cono normale a S nel suo punto u [1]. Per il seguito è conveniente 
la seguente definizione di N3(u): posto 


PN3(u) = {v| AMO, wu'e S: <viu'-u> s Mu'-uf}, 


si ha ve PN(u) se e solo se, per ogni 5>0 abbastanza piccolo, u è l'unico punto 


di S di minima distanza da u+6v; 


si pone 


N5(u)= conv{lim vl Au, € S: uj>U, V 


K kÉ PNs(u,)}» 


k>o 


dove conv E indica l'involucro convesso dell'insieme E e conv E la sua chiusura. 


Data la funzione 


Vv 


gi: R_+ ]-°, te]; 
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se g(x)eR e se l'epigrafico 

epig = {(x,r)eR x R|r = g(x)} 
è localmente chiuso in (x,g(x)), si definisce il gradiente generalizzato 

= Vv pa 

ag(x) = {peR {(p, 1) EN, pig(*»9(4))) 
e il gradiente generalizzato asintotico 

(-*) SI »v 

a g(x) = {peR I(p30) EN, pig(X»9(2))? 
9° g(x) è un cono convesso chiuso contenente 0 e si ha la seguente 


Proposizione 1. Sono equivalenti le affermazioni 
a) ag(x) # 2 e limitato; 


b) g è lipschitziana in un intorno di 0 e ag(x) coincide con l'usuale gradiente 


generalizzato; 
c) 3°g(x) = {0}. 


Questa è la Proposizione 2.9.7 di [1]. 


Osserviamo che, se S è chiuso e 

p_(u) = inf{|v-u| |veS}, 
allora Ps è lipschitziana e si ha [1] 

N3(u) = U taog(u). 


tzo 


Indichiamo con W(a,b;R°) lo spazio delle funzioni $:[a,b]+R" assoluta 
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mente continue e poniamo 
H(x,a,p) = max{<p,w>|vEF(x,a)}, 
Y= {y(-)e u(0,T;3R")|y(-) risolve (Po)? 


Indichiamo con My(-)) l'insieme delle coppie (p(-),q(-)) che verificano le se- 


guenti condizioni a)-c) 


a) (p(+), a(-))em(0,T;R"xXR") e 


(-d(t), alt), y(t)) e aHly(t),0,p(t)) q.d. su (0,T); 
b) esiste una costante h tale che 

H(y(t),0,p(t)) = h su [O,T] ; 
c) (h,p(0), -P(T), -a(T)) exaf(T,y(0),y(T),0) + N<(T,y(0), y(T);0) 
e poniamo infine 


A 


Mr: LU My) 
y(-)eY 


{-q(0)] (p(-),a(-)) e My(-))}, 


oiy(-)1 


ommi= LU ®b0)}. 
y(-)eY 


Se 


XVII-7. 


V(a)= infif( T,x(0),x(T),a) Ix(-)EM(0,T;X),k(t) EF(x(t),a) q.d., 
(T,x(0),x(T),a) ES}, 
allora si ha il seguente 
Teorema 1. Sotto le ipotesi (H1)-(H9), esiste 6>0 tale che, se 
la|ss, allora V è inferiormente semicontinua in aese V{a)<w, allora si ha anche 
V(a) = min{...}. Si ha inoltre 


3"V(0) = conveaimi(y)av(0) + Q IM®(Y)103"N(0)) 


es se il cono QrM(Y)} è puntato (*), si può omettere il segno di chiusura nella 


formula precedente e si ha inoltre 
2°V(0) = convtQrM®Y)}n2°v(0)}. 


Prima di indicare i punti principali della dimostrazione di questo teo 


rema vediamo qualche conseguenza. 
Corollario 1. Se QM(Y)] = {0}, allora V è finita e lipschitziana 
in un intorno di 0. 


Infatti si ha 2°V(0) = {0} e quindi la tesi, per la Proposizione 1. 


Corollario 2. Supposto QrM°(Y)] = {0}, si ha per ogni ueR" 


ja: o = = = ci 
(*) Ossia: qa» A E QIM (Y)], Qt. .-+9,70 > co 0 
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v*(0;u) = 1imsup Vtu)-v(0) s inf supe it) 
t+0+ y(-)EY 
v,(0;u) = liminf V(tu)-V(0) > inf infcu,QiMy(-))D> 


t+o+ I ? y(-)EY 


e se inoltre supponiamo ammi (y(-))1 = {Q(y(-))} per ogni y(-)€Y, allora esiste 


v'(0;u) = tim SEUI) - inf <u,Q(y(-))> 
t+0+ y(-)EY 


(y(-)3, QM(y(-))] = (07 e QIMh(y(-))1=003, al- 


lora V è strettamente differenziabile in 0 e si ha 


Corollario 3. Se Y 


DV(0) = x. 
Le dimostrazioni dei corollari 2 e 3 si possono trovare in [1]. 


Corollario 4. Se y(-)EW(0,T;int X) risolve (Po): allora esistono 
xe {0,1} e (p(-),a(-)ENy(-)) tali che 


x + |a(0)] > 0. 


Se Y = {y(-)}, questo segue dal Teorema 1. Infatti, se om (v)] = q(0)70, allora 


la nostra affermazione è vera con X = 0; se QrM®(v)] = {0}, allora si ha 
3°V(0) = {0}, 


p # av(0) = QiM(Y)] Nav(0) 
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e quindi ommiy)i # P e la nostra affermazione vale con \=1. 


Per la dimostrazione nel caso generale si può procedere come nella di 
mostrazione del successivo Lemma 1. 


Per la dimostrazione del Teorema 1 è utile richiamare da [1] alcuni 


risultati relativi al "caso indipendente dal parametro a". 


Proposizione 2. Supponiamo e>0, R">c chiuso, 
CteB3x + r(x) # 0 compatto convesso © R", 
T superiormente semicontinua. Sia x;(-)e W(0,T,;R") tale che T;eD0 per j+e e 


î BI EC OstsT.; 

i) x;( ) per ji 

ii) esiste una costante M>0 tale che 
r(x;(t))c MB > La; (0) sM per OstsT, 


iii) esistono t;():10,7,1 + R misurabili tali che 


x(t)er(x;(t)) + 1;(t)B q.d., 


sup lo; = ‘0 
eBsr, j+o 


iv) sup |x,(0)[<o. 
fel * 


Allora esistono x(-)e W(0,T;R') e una sottosuccessione, che indichiamo ancora con 


d#x,(+) e che, se TjT, verifica la condizione x;(t)=x;(T,) per TjstsT, tali che 


x;(t) > x(t) uniformemente su [0,T], 


jo 


X(t)er(x(t)) q.d. 
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Proposizione 3. Consideriamo i] problema 


min{f(T,y(T))|y(-) E W(0,T3X), J(t)EF(y(t)) q.d., y(0)€C, » (T,y(T)) Sì 


in cui supponiamo A compatto, $ chiuso in RxR", f localmente lipschitziana su 
S e supponiamo che per F valgano le condizioni (H1), (H2), (H3) (senza dipenden 
za da a). Se x(-)€W(O,Tsint X) è una soluzione del problema, per ogni r>0 abba 


stanza grande esistono X€{0,1} e p(-)€ u(0,T;R") tali che 


0) x+max |p(t)| > 0, 

t 
1) (-b(t),x(t)) caH(x(t),p(t)), q.d., 
2) H(x(t),p(t)) = h costante per OstsT, 


3) p(0) E rèec (x(0)), 
0 


4) (h,-p(T)) € Xaf(T,x(T))+rapc(T,x(T)) 


Questo segue dal Corollario al Teorema Fi di DI 


Dalla Proposizione 2 segue che esistono To e 8>0, con Sse, tali 


i) se |a]K6 e x(-)eW(0,T;R") è ‘ammissibile per (P_)» allora RT, 


ii) se |a|s e V(a)<V(0)+8, allora per ogni soluzione x(-) di (120) si ha 


x(t) cint X per ogni t; 


iii) la funzione V è inferiormente semicontinua per |a|K6. 
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Oltre che sulle proposizioni enunciate, la dimostrazione de] Teorema 1 si fonda 


sui lemmi che seguono. 
Lemma 1. Sia |a|<6, (a,v) EepiV, V(a)sv<Y(0)+8 e sia 
(0,0) # (B,-u)e PN piv(%v) 


Allora esiste x(-)€ W(0,T; int X) soluzione di (P_) e per ogni r>0 abbastanza gran 
de esistono 1€{0,1},(p(-),q(-))eW(0,T;R"xR") tali che 


A+max|(p(t),q(t))|>0, 
t 
a) (-b(t),-d(t), *(t))eaH(x(t),a,p(t)) q.d., 
b) H(x(t),a,p(t))=h costante per Ostst; 


c) (h,p(0),-B(T),-a(T)) e Xu2f(T,x(0),x(T),a)+ raps(T,x(0),x(T),a); 


d) q(0) = -18. 


Infatti segue dalla Proposizione 2 che esiste una soluzione x(-) eW(O,T;int X) per 
(P_). Se |a'|<s e y(-)EW(0,T';X) è ammissibile per (P_i)» si ha 


V(a') $ f(T'.y(0), y(T'),a') $ 
s f(T'.y(0),y(T'), a')tv-f(T,x(0),x(T),a) sor” 


e quindi (a',r')€eepiV. Ora dalla definizione di PI, segue, per un M>0, 


piv 
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<(8,-),(a',r")-(0,7)> s MI(a'-ayr'-v)|5, 
uf(T,x(0),x(T),a)-<KB,a> £ uf(T',y(0),y(T'),a')-<B,a'> + 
40] (o'=a,f(T',y(0),y(T"),0")-F(T,x(0),x(T),0)) | = 
= uf(T',y(0),y(T'),a')-<a',8) + g(T',y(0),y(T'),a') 
Osserviamo ora, seguendo [2], che si ha 
uf(T,x(0),x(T),a)-Ka,8> = 
= mintuf(T',y_(T")y(T"),2(7"))-<2(T")89t9(T' ay (1) AT) 21") 


(y_(t3(t), lt)» (EI) COIKF(Y(t),2(t)}x{0}x{0}  .d-, 
(y_ (1) va 200)» 20-)) @M(O,T' XXX x 8B x 68), 


y,(0) = y(0). 210) = 2(0), ly (0 1stt» 1200) 158» 
(T',y (TU ay(T"), z(T'))eS}, 


con una costante M > |x(0)|, che esiste a causa della condizione (H4). 


Ora possiamo applicare la Proposizione 3 con 
Y = (yyaz az) e RR"xR"R", 
o o 
F(Y) = {O}xF(y,z)x{0}x{0}, 
»v 
pis (po?P390?9)» 


H(Y,p) = H(y,z.p)> 
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#(t,9) = UF(t,y 3Ys2)-<2, 38? + g(tsy Ya). 
È, = ly vaz,52» ly 18M: [2188 
$= {t,y) (ty, 3932) € Ss 2, R, 
x(t) = (x(0),x(t),a,a), OstsT. 


Allora per ogni r>0 abbastanza grande esistono \e{0,1} e P(-)e W(0,T;R"xR"xR"xg") 


tali che 
» 
A + max|p(t)|>0 
t 
e che siano verificate inoltre le condizioni i)-v) che seguono. 


I) (Alt dt) -a (E) -A(t),0,%(t),0,0) € 2[(Y,P) + H(y,z,p)1(X(t),P(t)) gd. 


Siccome H non dipende da Yo?Z0*Po?%o?® si ha di qui 
(908). 4, (8) 300,0) = (10,040,0,00,); 
(-d(t),-d(t),k(t)) caH(x(t),a,p(t)) q.d., 

e questo prova a) e inoltre 
polt) = P, costante, alt) = q, costante. 


ii) H(X(t),p(t)) = H(x(t),a,p(t)) = h costante. 
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iii) (p_(0),p(0),9,(0).0(0)) era, (r(0),x(0),a,0) 
Co 
Ora si ha, se Y è tale che Iy,lsIyI<M, e I2pl»Iz1<6» 0, (9) = ally 2220) 


Se y é i, si ha quindi 9 


(grad o, ) (Y) = 


(y-yay-y az -Z,2-2 )» 
te, x » 0 o 0 (o) 
è, 2|(y-Y:27?0) 


e di qui segue (cfr. [1]). 


dea (x(0),x(0),a,0) S {(a,-a,b,-b) |(a,b)|s1} 


lo) 
Dunque da iii) segue 
p(0) = -p;(0)» q(0) = -a,(0). 
é ul v 
iv) (hy-p (1) 3-P(T)a29(T),-9(M) E22F(T,X(T)) + ran, (TXM). 
Ora si ha 
& 
p_(t3Y) = po (tav 9922)» indipendente da 2,» 
S 
e quindi 


(x smo o 8) € dog (T,X(7)) > 


(t,nponst) 20, (Tx(0),n(t) a), 


t_=0. 
O) 
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Si ha poi, per la regolarità della funzione 
(t,b) + =: 82+9( ty 2932) 

in (T,X(T)) 

8T(T,X(T)) = a [(t,9)> uf(t,y,3Y32)1(T,X(T7)) + (0,0,0,-8,0) 

e quindi 
(n'anpomatian') e aF(T,X(1)) 
(t'inpan'az')EUIf(T,x(0),x(T),a), A ni. 

Dunque da iv) si ottiene 
=q (0) 328, 
(h,-p_(Ma-P(T)-a(T)) E AU2f(T,x(0),x{T),0) + 
+ rapg(T,x(0),x(T),a) 

e di qui, ricunbada iii) e la costanza di pol") e LAGSE si ottiene 
g(0) = -18, 
(h,p(0),-p(T),-a(T)) E XU2f(T,x(0),x(T);a) + rdog(T,x(0),x(T),a) 


e questo prova c) e d). 


Infine, se A=0, deve essere max|p(t)|>0 e di qui segue 
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0 # P(0) = (-p(0),p(0),0,0) => p(0) # 0 
e quindi in ogni caso si ha 


A+max |(p(t).q(t))|> 0. 
t x 


Osserviamo che, se a=0 e v=V(0), la condizione X=0 è incompatibile 


cui la condizione (H9), secondo la quale si ha 
i=0, g(0)=0 => p(t) = 0 per ogni t. 


Dunque in questo caso vale il Lemma 1 con A=1. Il lemma che segue afferma che que 


sto è ancora vero per ì vettori 


(0,0) # (80.70) = lim (B;7U;) 


ro 
con 0#(B,ru; EPM, sjy(@;V;)> (a,,Y;) + (0,V(0)). 


Lemma 2. Esistono x(-)EW(0,Tsint X) soluzione di (Po) e (p(-),q(-))e 
w(0,T;R"xR") tali che 


a) (-b(t),-d(t),x(t) caH(x(t),0,p(t)), q.d., 
b) H(x(t),0,p(t)) = h costante per OstsT, 
c) (h,p(0), -p(T),-q(T))e uzdf(T: x(0),x(T);0) + N3(T,x(0),x(T),0), 


d) q(0) = -8. 


La dimostrazione si ottiene dal Lemma 1 e dalla Proposizione 2 (cfr. [2]). 
Osserviamo che, se (80:70) = (0,0), il Lemma 2 è verificato dalle 


funzioni 
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p(t) =0, q(t)=0 per OstsT. 
Poniamo 


C= {(8,r)eR"x]-®,01 | geQm"(Y)}} 


Allora si ha il seguente 


Lemma 3. C è un cono contenuto in R"x]->,0] contenente l'origine e 


tale che 
i) Cè chiuso; 
ii) N= conv(CoN); 
iii) se QM®(Y)] è puntato, allora anche CeEGnNsono puntati e si ha 


N= conv(CnnN) 


Per provare che C è un cono basta osservare che dalla definizione di My) si ha 


per ogni t > 0 
À ti 
(p(-); a(-))EM(X(-)) > (tp(-).tp(-))eM"(x(-)). 
Si prova che © è chiuso usando la Proposizione 2. Ogni coppia (80°7U0) considera- 
ta nel Lemma 2 appartiene sia a C che a Ne quindi dalla definizione di N si ot- 


tiene 


Naeconv (CNN)CN. 


XVII-18.. 
Si ha 
QUM°(Y)1 x {0} = ca(R"x{0}) 


e quindi ca(R"x{0}) è puntato. Di qui segue che C è puntato. Infatti, se 


(8,320) EC, u; > 0 e 


m 


m 
(0,0) "2 (6,20p) “ AL 
si ha u; = 0 e quindi (8,3-4;) CN (R%(0)) e allora anche 8; = 0. 
Ne segue che anche ENN è puntato. Siccome CON è anche chiuso, si può 
concludere (cfr. [4],[5]) che conv(CON) è chiuso. 
Ora si può ottenere la dimostrazione del Teorema 1 osservando che 
av(0) x {-1} # N0(R"x{-1}), 
3°V(0) x {0} = Na(R"x{03), 
applicando il Lemma 3 e il seguente lemma di Rockafellar [4] 


Lemma 4. Sia (0,0) €K = conoc R"x]-,0]. Allora si ha 


i) (R"x{-1})mconv(K) = conv(kKm(R"x)-1}) + KO(R"x{0))), 
ii) (R"x{0}) nconv(K) _ conv(Kn(R"x{0})), 


—________________— 


iii) (R"x{-1})nconv(K) = (R"x{-1})conv(K) 


Si ha infatti 
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9V(0)x{-1} = NO(R"x{-1}) = Conv (CON) A(R"x{-1}) = 


hi (R"x{-1}) nconv(can) = conv((R"{-1})N CNN + (R"x{0}) CAN) 
e quindi, posto 
R"xRS (x,r ) n Xe RP. 
| siccome $ è lineare e veti è un omeomorfismo, si ha 


aV(0) = é( V(0) x{-1}) = 


conv($((R"x{-1}) n) mé((R"x{-1})MN)+6((R"x{0}) nc) #((R"x{0}) N)) 


conv(QIM"(Y)] Mav(0) + QIM®(Y)] m2°v(0)) 


Se QrM°(Y)3 è puntato, nelle formule precedenti si può omettere la chiusura. 


Consideriamo ora il problema 


T(a)=mia{T|x(-)EW(0,T;X);X(t)C€F(x(t)) q.d., x(0) = a, x(T) = 0}, 


dove, al solito, poniamo T(a) = inf{...} se il minimo non esiste. Se af 0 e 


xl") è una soluzione in a allora si ha, se MTA)» 


I (a )mintT|x(+-) EW(O,T;X), x(t) E F(x(t)) q.d., x(0) = a_»X(T)=0, OsT<M} 


Ora si può applicare il Teorema 1 con 
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S= {(t,a_ta,0,0) | OstsM, |a|<1}, 
V(a) = Tata). 
Se O<t<M e |a|<1 si ha 


N t,a_ta,0,0) = {(0,8,y:-8)|g,yeR"} 


sl 
e quindi sono verificate le condizioni (H4), (H6), (H8). Esaminiamo la condizione 
(H9). Sia x(-)€W(0,T; int X) ammissibile per il nostro problema e sia (p(-),q(-)) 
€ Mx(-)). Allora si ha 

(-p(t), -à(t), X(t)) caH(x(t), p(t)) q.d., 

H(x(t), p(t)) = h costante per ostsT, 


(h,p(0),-p(T);-a(T)) €(1,0,0,0)+{(0,8,y:-8)]|B» Y € R"} 


Dall'ultima condizione segue 


e dalla prima condizione segue 
-a(t) =0 q.d. >, (-b(t), K(t)) caH(x(t),p(t)) 
e quindi si ha q(t) = costante e 


(Q1) (-b(t), x(t)) e aH(x(t).p(t)) q.d., 
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(Q2) H(x(t),p(t)) = Xx per Ostst, 

-9(0) = -p(0), 

QM*(x(-))] = {-p(0)|p(-) verifica (Q1) e (Q2)} 
Dunque ora si ha, dal lemma di Gronwal], 

q(0) = 0=>p(0) = 0= p(t) per Ostst 
e quindi vale anche la condizione (H9). Pertanto dal Teorema 1 segue il 

Teorema 2. Se 9, # 0 e se sono soddisfatte le condizioni (H1), (H2), 
(H3), (H7), la funzione T(-) è inferiormente semicontinua in un intorno di a € 
si ha 

3T(a) = conved1M (1) } M2T(a_) + OE (1) IN2°T(a 
Se QM®(Y)] è puntato si può omettere la chiusura e si ha inoltre 

3"T(a,) = convi QIM°(Y)1M2"T(a_)} 

Introduciamo ora per il nostro problema il concetto di normalità. 


Definizione. Se z(-) è un arco ammissibile per il problema 
Tap) = min{...}, si dice che X(-) è normale se QrM°(x(-))1 = {0} e si dice che 
il problema è normale in a, Se Qrm°(Y)] = {0}. Se 0€F(0), si dice che l' origi- 


ne è normale se per ogni T>O abbastanza piccolo l'arco 


[O,T]3t +0 
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è normale, ossia se l'unica funzione p(-)€ u(O,T;R") verificante le condizioni 
(-b(t),0) eaH(0;p(t)) q.d., 
H(O,p(t)) = 0 per OstsT 


la funzione identicamente nulla. 


DI 


Si hanno i seguenti corollari del Teorema 2. 


Corollario 1. Se af 0 e il problema T(a_) = min{...} è normale, allo- 


ra T è lipschitziana in un intorno di a, e si ha 


aT(a_)<QM MI. 


Corollario 2. Sia 0€ intF(0). Allora l'origine è normale e T(-) è lip- 
schitziana in un intorno di 0. 


Infatti esiste 6>0 tale che F(0)>6B e quindi 


0 = H(0,p(t)) = max <p(t),u> = max (p(t),6u = s|p(t)| >p(t)=0 per OstsT. 
ue F(0) |u|sl 


Dunque l'origine è normale. 


Da (H1) e (H2) segue che si ha, per certe costanti 8'>0 e r>0, 
|x| sr >F(x) >6'B 

Se OSCILLA se x(-) è ammissibile in a € p(-)eM(x(-)), si ha 
H(a_»P(0)) = 


Per A=0 si ottiene 


XVII-23. 


O = max <p(0),u> = max <p(0),s'u> = s'|p(0)| > p(0) =0 
ue F(0,) |u|si1 


e questo prova che il problema è normale in LA Per A=1 si ha 


1 = Hla:P(0)) = max <p(0),u> 2 s'[p(0)] > [p(0}] s È = 
ueF(a,) L 


e quindi segue dal Corollario 1 
aT(a_)EM B_ per 0<la sr. 


Dal successivo Teorema 3 segue che T(-) è continua in 0 e quindi si può concludere 


che T(-) è lipschitziana per la lst con costante di Lipschitz M'. 


Teorema 3. Nelle ipotesi del Teorema 2, se l'origine è normale, allora 
T(-) è finita e continua in un intorno di 0. 
Dall'ipotesi di normalità segue che esiste To? tale che per ogni 


1 €10,7,) l'unica soluzione P(-)EW(0,t5R") del sistema 
(-b(t),0) e aH(0,p(t)) q.d., 
H(O,p(t)) = 0 per Ostst 


è dato da p(t)=0. 


Fissiamo t €10,7,) e consideriamo il problema 


. 
M(a) = mint(7-")% f Iy(t)1 de|v(-)eW(0,t), $t)eF(y(t)) q.d., 
0 


Y(0) = as Y(T) = 0, Fist s2), Jolsi. 


Per a=0 l'unica soluzione è data da 


Yolt) =0 per Ostst. 
Trasformiamo il problema in modo da potere applicare il Teorema 1. Si ha 
M(a)=mint(T-1)"+2(T)|(y(-),2(-)) E W(O,TOR), 
(y(t),2(t)) E F(Y(t)) x Cly(0)1Î) ade, 
(y(0),2(0)) = (a,0),(y(T),2(7)) € {0)R, È esTs21) 
e ora si può applicare il Teorema 1 con 


n v n 
= (y,z)ERxR, p= (p,irheRxR,..., 


< 
Il 


8 = ((t,3,3,,0)1 rstsze, $ = (0,0), I, > (0,1), seR, lolsl) 


Ora si ha per questo problema 


3 
“ 


CAGIE qrm°(y_(-))1 = {0}, 3°W(0) = {0} 
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e quindi W(-) è finita e lipschitziana in un intorno di 0. Ossia si ha, per un 


6(t)>0, 
la|ss(t)> ay (-)EW(O,T sint X): W(0) = (T-e)f4y (Ta) 


e quindi, per la Proposizione 2, esiste 


Questo è vero per ogni 1>0 abbastanza piccolo e quindi è provata la continuità 
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in 0 di T(-). 
Dal Teorema 3 si può ottenere un classico risultato di controllabi- 


lità per sistemi lineari del'tipo 


X(t)EF(x(t)) = {g(x(t)) + Bu]ueU} 


Si ha infatti 


Corollario 1. Supponiamo Ue R" compatto, convesso e 0Eint U; 
d:R" + R" di classe ct, (0) = 0, |@(x)|sk|x|+c per certe costanti k ec; B= 


matrice nxm. Poniamo A = Dg(0) e 


c= [8 AB A°8,,.A""lg] 


Allora C ha caratteristica n se e solo se l'origine è normale e, quando questo è 
vero, T(-) è finita e continua in 0. 


Si ha infatti 


H(x,p) = <$(x),p> + max (p,Bu) 
UEU 


e dalla condizione 
(-b(t),0)caH(0,p(t)) per Ostst (q.d.) 
segue 


-b(t) = A*p(t) q.d. 


e quindi 


Pei * 
= e là p(0) per OstsT. 


XVII-26. 
Dalla condizione 
0 = H(0,p(t)) = max <p(t),Bu> = max <B* p(t),u> 
ueU ueU 
segue, ricordando che 0 eintU, 


B*p(t)=0 per OstsT. 


Se T>0, dalla condizione 


e E 
-tA* e * 
0 = B* et p(0) = )_ DIL 8*A'"*p(0) 
ig * 
segue 


*k k 
= B*A ‘p(0) = p(0) AB per k=0 


(o) 
Il 


e quindi 
p(0)c = 0 


Dunque, se p(0) # 0, C ha caratteristica <n. Pertanto si è ottenuto che, se l'ori- 
gine non è normale, allora C ha caratteristica < n. Viceversa, se C ha caratteri- 


stica < n, esiste Po # 0 tale che 


e di qui segue, per il teorema di Hamilton sulle matrici, 


pae = 0 per k=0, 


p_= 0 per ter 
e quindi, ponendo 
tA* 


p(t) = e Po? 


si ottiene che l'origine non è normale. 


Terminiamo con alcuni esempi. 
Esempio 1. Poniamo 
F(x1%9) = {(0(x,) + U, 3Up) Ju;|s1}, 


con secl(r) tale che Ososl , e(t) = 1 per tsl, e(t) = 0 per t22. 


Per ogni punto del piano esiste una traiettoria x(-) tale che 
x(0) = a, X(t)EF(x(t)) per OstsT, x(T) = (0,0) 


e quindi l'origine è controllabile ed esiste 


T(a) mintT|]x(-)eW(0,T;RÉ), *(t)EF(x(t)) q.d., 


x(0)=a, x(T) = 0} <o 


Proviamo che T(-) è discontinua in (0,0). 


Sia e>0. La traiettoria 
x(t) = (t-e,0), Ostse, 


congiunge (-e,0) con (0,0) e quindi si ha 
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XVII- 28. 
T(-c,0) s e. 


Supposto che il minimo T(e,0) venga assunto nella traiettoria ARE non può esse 


re x ) < 1 per OstsT( ,0), poîché si avrebbe Xg1(t)>0 e quindi Xgi(t)3e per 


o2l% 
ogni t. Dunque esiste 


min{t20|xg7(t) 21} =t,® 
2 mintr|y(-)EW(0,T3R5), y(t)eF(y(t)) q.d., y(0) hi (e,0), 


ya(7) 21} = T, 


Se il tempo minimo 7, è assunto lungo la traiettoria y(-), allora si 


ha 

yo(t) ‘1 per Ost<T,» ya(T)) = 1 
e segue dalla Proposizione 3, con 

- = È È 

S = RxC, C3{(x,x7) ER |xy21},H(x,p)=0(x,)p+p1+1p91> 
che esistono xe {0,1} e p(+)EM(0,T,3R5) tali che 
0) + max|p(t)| > 0; 

pe 


1) (-p,(), -d(t), (8), $2(8)) CAMI(1), PIO) gd, 


e quindi 


(-p (E), -B(8)) = (0,007,(t)p, (8) 


(J,(8), 2(t)) ca (Ip; l+1p71) 
e ancora, poichè Ya(t) <1 e 8(y(t)) = 0, 


p(t) = p, costante, 
-d,(t) = 0, py(t) = p, costante; 
2) h= H(y(t),p(t)) = p, * Ip, 1+lpyl» 


3) (h3-P]3-Pp) = A(1,0,0) + r(0,0,-1) , r=0, 
e quindi si ha h=4A, pj50, po=r. Da 0) si ha 
O<h + lb ie, eee r> 0 
e ora da 1) segue 
St) = 1, Yyy(t) = t per OstsT, 


e di qui segue 


per ogni e>0. 


Esempio 2. Poniamo 


F(X 3%p) F {(x7,u) |x|s1} 


XVII-29. 


Allora si verifica che l'origine è normale e quindi la funzione T(-) relativa a F 


XVIT=-30. 


è continua in (0,0), per il Teorema 3. Tuttavia non è lipschitziana in un in- 


torno di (0,0), come si vede dalla sua espressione 


a, + (205 - da)!" per 2a; S an|a,|» 
T(a,0,)= . i 
do + (20, + 4a, ) per 2a, = -a, |cy | 
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